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1. Introducéo

A Programacdo Inteira (PI) é uma técnica da Investigacdo Operacional largamente usada
na modelacdo e resolugio de problemas. E hoje possivel abordar problemas muito complexos
considerando as principais restricGes e questfes suscitadas em problemas reais. A investigagédo
nesta area tem tido um enorme impacto econdmico em areas como a logistica e a distribuicédo,
as telecomunicag@es ou 0s transportes aéreos, urbanos e de massas.

Parte deste sucesso é devido ao uso de modelos de geracdo de colunas, que permitem
abordar grandes instancias de problemas de programacéo inteira, usando modelos reformulados
através do método de decomposicdo de Dantzig-Wolfe. O método de geragdo de colunas é
conhecido desde os finais dos anos 50 (Dantzig e Wolfe, 1960; Ford e Fulkerson, 1958), mas
esta técnica ganhou um novo impulso quando surgiram ideias sobre a forma de compatibilizar
geracgdo de colunas com o método de particdo e avaliacdo, para obter solugbes Optimas inteiras
para 0os modelos, dando origem ao método de particdo e geracdo de colunas, designado, na
literatura anglo-saxonica, por branch-and-price.

Embora os dois métodos fossem conhecidos houvera bastante tempo, sé nos anos 80 é
que se implementou um algoritmo que encontrava solugdes Optimas inteiras para um problema
de encaminhamento de veiculos (Desrosiers et al., 1984). Novas ideias e um enorme incremento
da investigacdo nesta area tornaram possivel resolver problemas de maior dimensdo e abordar
problemas reais complexos. Em problemas reais, mesmo nos casos em que ndo é possivel obter
uma solucdo Optima inteira, é tipicamente possivel obter, no processo de resolucéo, solucdes de
muito boa qualidade, com custos que comprovadamente ndo diferem mais do que uma pequena
percentagem do valor 6ptimo.

O que contribuiu para o longo hiato entre os primérdios da investigacdo nesta &rea e 0
trabalho desenvolvido apds os anos 90 foi a competicdo entre a geracdo de colunas e outros
métodos. O livro de Lasdon (1970), intitulado Optimization Theory for Large Systems, é
essencialmente sobre geragéo de colunas. Ironicamente, o sucesso dos trabalhos de Held e Karp
(1970, 1971) na resolucdo do problema do caixeiro viajante, motivou toda a comunidade de
optimizacdo para o uso da relaxacdo lagrangeana, uma técnica alternativa que tem relacdes
muito estreitas com o método de decomposicao de Dantzig-Wolfe (Nemhauser e Wolsey, 1999).
Durante duas décadas, a relaxacdo lagrangeana foi um campo fecundo de investigacdo, tendo
praticamente substituido a utilizacdo da geracdo de colunas na grande maioria das aplicacdes.

Foi o trabalho de Savelsbergh no problema de afectacdo generalizado (Savelsbergh,
1997) que mostrou que a geracdo de colunas poderia ter um melhor desempenho que a
relaxacdo lagrangeana, apesar de teoricamente serem equivalentes do ponto de vista de limites
inferiores. A explicacdo avancada é que a informacdo dual mais completa fornecida pelo
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Método Simplex ajuda a uma melhor convergéncia, ao contrario do que acontece no método do
subgradiente que, apesar da prova tedrica de que converge, tem por vezes na préatica dificuldade
em encontrar o caminho para a solucdo éptima em tempo razoavel.

Uma questdo essencial que concorreu para assegurar a competitividade dos algoritmos de
geracdo de colunas foi 0 aumento da eficiéncia dos packages de programacao linear. Se tal ndo
acontecesse, 0 método de geracdo de colunas, apesar de robusto, ndo seria porventura
competitivo com a relaxacdo lagrangeana, que usa pouca informacdo e tem uma carga
computacional muito menos pesada. Nos dias de hoje, a geracdo de colunas compete com
packages que incorporam grandes desenvolvimentos teéricos, com a grande desvantagem de
requerer geralmente a implementacdo de codigo computacional adaptado a problemas
especificos.

Este artigo apresenta alguns dos principais conceitos e das ideias condutoras da area de
geragdo de colunas em 17500 caracteres sem espagos, e destina-se a um publico que tem
conhecimentos basicos sobre programacdo linear e dualidade. Esperamos que ele possa suscitar
0 interesse noutras leituras (Barnhart et al., 1998; Libbecke e Desrosiers, 2005).

2. Decomposicéo de Dantzig-Wolfe

Os poliedros (fechados) podem ser representados de duas formas, que se pode mostrar
que sdo equivalentes através do Teorema de Minkowski (Ziegler, 1995). A primeira é através da
intersecgdo de um conjunto de semi-espacos, cada um deles definido por uma restricdo, e a
segunda é através de um conjunto de pontos, os vértices do poliedro. A primeira forma é a
normalmente adoptada para definir a regido de solucGes admissiveis de um problema de
programacdo linear, enquanto a segunda estd na base dos modelos que resultam da
decomposicao de Dantzig-Wolfe.

A metodologia e os resultados que vamos abordar podem ser aplicados no caso geral, em
que os poliedros sdo abertos, i.e., contém raios (ou seja, semi-rectas) e ndo podem ser colocados
dentro de uma caixa do respectivo espaco dimensional. Aqui, vamos apenas analisar a situacdo
mais simples, em que a regido de solugdes admissiveis do modelo de programacéo linear é uma
regido fechada. Doravante, passaremos a designar esta regido admissivel por poliedro.

A Decomposicao de Dantzig-Wolfe (DW) é aplicada a um modelo de programagcédo linear
(PL), que vamos designar por modelo original, cujas restricbes podem ser divididas em dois

conjuntos: um conjunto de restricdes gerais e um conjunto designado por X , com uma estrutura
especial:

T

min z, =C X @)
sujaAx=b (2)
x e X 3)
x>0 (4)

em que AcR™ beR™,ceR" e xeR"é um vector de variaveis de decisio. A regido de

solugGes admissiveis deste modelo ¢ Xp = {X eR!:Ax> b xeX }

E comum os modelos serem compostos por varios conjuntos de restricdes. A titulo de
exemplo, o problema de corte de rolos pode ser modelado com um conjunto de restri¢cbes que
determinam que os itens cortados de um rolo ndo usam mais espago do que a propria largura do
rolo e um outro conjunto de restri¢des destinadas a garantir que o nimero de itens cortados séo
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suficientes para satisfazer os pedidos dos clientes. Uma possivel decomposicao seria o primeiro
conjunto de restricdes gerais ser o conjunto de restri¢des de satisfacdo dos clientes, e o conjunto

X ser o conjunto de combinacBes admissiveis de itens em rolos, que normalmente sdo em
namero que é exponencialmente grande (Ben Amor e Valério de Carvalho, 2005).
Conforme referido, a segunda forma de representar um poliedro é através dos seus

vértices (pontos extremos). Seja Q = { ey Qi QIQI} 0 conjunto de vértices do poliedro X.
A envolvente convexa de um conjunto de pontos é 0 menor conjunto convexo que contém todos

0s pontos do conjunto. O poliedro (fechado) X coincide entdo com a envolvente convexa dos
seus vértices:

X = Conv { 1,...,Qi,...,Q|Q|},

e qualquer ponto X do poliedro X pode ser expresso como uma combinacdo convexa dos
vértices de X. O poliedro X e os seus pontos X podem portanto ser definidos do seguinte modo:

i=1,..|Q| i=1,..[q|

x={x6R+”:x= 3 2Q, Zﬂi=1,2,,20,i=1,...,|Q|}. ()

Se substituirmos o valor de X no modelo original, e rearranjarmos 0s termos, obtemos o
seguinte modelo reformulado, também designado por modelo-DW:

min z,, = Y. (€'Q)4 (6)
i=1,...|Q|
supa > (AQ)4>b )
i=1,...]Q|
Zﬂi =1 (8)
ieQ
4,20i=1..]Q| ©)

As variaveis de decisdo do modelo reformulado sdo as variaveis ﬂi,cada uma delas

. x T H _1 ~
correspondendo a um ponto extremo do poliedro X. Os elementos C Q.,i=1,...,|Q], séo os
coeficientes da funcdo objectivo, e as colunas AQi,|=1,---,|Q|, definem as restricbes do

modelo reformulado. A restricdo da soma dos valores das variaveis li é normalmente designada

por restricdo de convexidade. O modelo-DW (6)-(9) é equivalente ao modelo original (1)-(4),
dado que a definicdo de X fornece a correspondéncia entre uma qualquer solucéo admissivel do
modelo-DW e uma solugdo admissivel do modelo original.

3. Geragéo de Colunas

Uma vez que o numero de vértices do conjuntoX é tipicamente grande, ndo sendo
portanto praticavel enumerar a partida todas as varidveis de decisdo do problema reformulado
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(6) - (9), usa-se um procedimento de geracdo (diferida) de colunas, que pode ser sucintamente
descrito da seguinte forma.

O algoritmo de geracdo de colunas come¢a com um modelo com um conjunto restrito de
variaveis, designado por problema mestre restrito, que é optimizado. A informacdo dual do
problema mestre restrito € utilizada num (ou em varios) problema(s) de optimizacdo
auxiliar(es), designado(s) por subproblema(s), que se destina(m) a encontrar a variavel de
decisdo (representada por uma coluna) mais atractiva para inserir no problema mestre restrito,
que é novamente reoptimizado. Estas operacOes sdo repetidas até que mais nenhuma coluna
atractiva seja encontrada, obtendo-se entdo uma solu¢do que é comprovadamente optima.

No Método Simplex, o que determina se uma variavel no-bésica X; é atractiva é o seu
. ' -1 .. .,
custo reduzido, C; =C;B Aj —C;, calculado com base no custo original da variavel,C;, na

solugdo dual corrente, CBB_l, e na coluna Aj (ver, por exemplo, Nemhauser e Wolsey, 1999).

No método de geracdo de colunas, é possivel articular o problema mestre e o subproblema,
porque se pode exprimir o custo reduzido (para o problema mestre) de um qualquer ponto X do

conjunto X em termos das variaveis do modelo original, ou seja, através de coeficientes de custo
das variaveis do modelo original. O custo reduzido € calculado com base na informacdo dual do

. T .
problema mestre restrito, na coluna, A Qi , e no custo da coluna, C Qi.A55|m, 0 subproblema,
que € um problema no espacgo das variaveis do modelo original, pode determinar qual o vértice

do conjuntoX que corresponde a varidvel mais atractiva para inserir no problema mestre
restrito.
A Figura 1 representa graficamente um problema no espaco das variaveis de decisdo do

modelo original. O conjunto X = Conv {Ql,Qz’Qs}, e a regido de solucBes admissiveis,

representada a sombreado, é o subconjunto de pontos nao-negativos de X gue obedece as
restricGes gerais (neste caso, a esquerda do segmento AB ).

Figural. Regido admissivel do modelo original.

Qs

Q, A Q,

A resolucdo do modelo reformulado pode ser acompanhada através da representacao
gréfica no espaco das varidveis de decisdo do modelo original. Vamos supor que/ll,

correspondente ao Vvértice Ql,é a Unica variavel de decisdo do problema mestre restrito.

Podemos aplicar o Método Simplex, porque existe um vértice inicial admissivel; se assim nédo
fosse, teriamos de considerar variaveis artificiais no modelo reformulado, como se faz no
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Método do Grande M. A solugdo 6ptima do modelo mestre restrito é /11 =1, porque a solugéo
deve obedecer a restricdo de convexidade. Nesta iteracdo, o espaco de solucdes do modelo

reformulado é um conjunto singular, o veértice Ql.
Vamos supor que, com base na informacéo dual, a solu¢do 6ptima do subproblema, que

procura a solucdo mais atractiva no poliedro X = Conv {Ql,inQs}, é 0 Vvértice Qz.Vamos
supor também que a variavel de decisdo correspondente, /12, representada pela coluna AQze

com custo CTQZ,é atractiva para o modelo reformulado, traduzindo o facto de que, se for

adicionada ao modelo reformulado, pode potencialmente melhorar o valor da sua funcéo
objectivo.
O problema mestre restrito é reoptimizado, agora com duas variaveis de decisdo, uma

correspondente ao vértice Qle outra ao vértice Qz- Como ja vimos, o0 modelo-DW e o modelo

original sdo equivalentes. A definicdo da regido admissivel é clara: sdo os pontos X € X que
obedecem também a A x> be x> 0. Nesta iteracdo, no modelo mestre restrito, ndo temos o

conjunto X, mas apenas o segmento de recta que liga o vértice Qlao vértice Qz, pelo que a

solucdo dptima do problema mestre restrito € o ponto A. As variaveis ﬂi e 12 tomam os valores

fraccionarios que traduzem a combinagao convexa que da o ponto A.
A resolucdo prosseguiria até se obter a solugdo Optima. Se o ponto 6ptimo fosse o ponto

B no espaco original, a solucdo 6ptima do modelo reformulado apareceria como uma
combinagéo convexa das variaveis de deciséo 4, e ﬂg

Neste exemplo, todos os vértices do conjunto X estdo envolvidos no algoritmo de geragéo
de colunas. Em problemas de grande dimensao, para obter a solu¢do Optima, tipicamente apenas
é necessario incluir no problema mestre uma fraccdo muito pequena de todas as variaveis
possiveis.

O método de Dantzig-Wolfe tem uma interpretacdo econdmica, que fornece uma
perspectiva do funcionamento de processos de decisdo descentralizados. E um método de
decomposicdo, em que o problema inicial é decomposto em subproblemas de menor dimenséo,
que passam a ser coordenados pelo problema mestre. As restrices do problema principal
traduzem o modo como as colunas propostas pelos subproblemas utilizam os recursos comuns
disponiveis. Os subproblemas, de uma forma descentralizada e independente, competem por
esses recursos comuns, usando apenas a informacdo dada pelas variaveis duais do problema
principal, que sdo uma medida dos ganhos e perdas relativos a utilizacdo desses recursos
comuns. De certo modo, as varidveis duais correspondem aos pregos de utilizagdo dos recursos.
No final, o sistema aceita um conjunto de propostas independentes que globalmente traduzem a
maxima eficiéncia (Dantzig e Wolfe, 1960).

4. Decomposi¢do de Dantzig-Wolfe em Programacéo Inteira

O problema de programacéo inteira é representado como:

T

min z, =C X (10)
suaAx=> b (11)

X e X (12)
x>0 einteiro (13)
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L, - N . . n . ~ A
devendo agora as variaveis de decisdo ser inteiras, X € Z+-O conjunto de solugBes admissiveis é

0 conjunto discreto de ponto Xp = {X eZ!:Ax>bxe X}.

Quem lida com Programacéo Inteira sabe que é crucial obter modelos que, quando se
relaxam as condicBes que obrigam as varidveis a serem inteiras, descrevam da forma mais
préxima possivel o espago de solucgdes inteiras. Esses modelos sdo designados por modelos
fortes. Usar modelos fortes permite geralmente reduzir o nimero de nés pesquisados na arvore
do método de particdo e avaliacéo, e encontrar a solucdo 6ptima mais rapidamente.

A envolvente convexa do conjunto X, , designado por Conv {X Pl } € 0 modelo mais

forte para um problema de PI. Usando PL, a solugdo Optima nunca seria fraccionaria, porque 0s
seus pontos extremos sdo todos inteiros. A questdo é que pode ser muito dificil conhecer todas

as restricdes que sdo necessarias para definir o conjunto Conv {X Pl } Torna-se necessario
recorrer a outras alternativas, mais fracas do que Conv {X Pl } mas que podem ser mais fortes
do que a relaxagéo de PL, Xp, .

Uma das motivacOes principais para usar a decomposi¢do-DW em PI é obter um modelo
mais forte do que XPL, 0 que é possivel quando o conjunto X tem caracteristicas especiais. A
decomposicdo-DW fornece um modelo forte se o poIiedroX ndo tiver a propriedade da
integralidade, o que significa que os seus pontos extremos ndo séo todos inteiros.

Para obter um modelo forte, usa-se X € Conv{ X € Xe inteiro} < X , em vez de usar
Xe X . Isso corresponde a impor as restricdes de integralidade nas varidveis de decisdo X

apenas no segundo conjunto de restricbes do modelo original. O conjunto de solugdes
admissiveis do modelo reformulado, expresso em termos de variaveis X do modelo original, é

Xom = {X€RITAX> b, Xeconv{ X € X e inteiro}}. O modelo-DWI correspondente é o
seguinte:

min zp,, =C'X (14)
suaAx= b (15)

X € Conv{ X € X e inteiro} (16)
x=0 17)

Dado que Conv{ le} < Xom © Xp|_1 resulta que Z,, <Zp,, <Zp N0 caso de um
problema de minimizacdo. Note-se que, se 0 poliedro X tiver a propriedade de integralidade,
entdo X =Conv{ X € X e inteiro}, e Xpy = {XE€X: Ax> b,x=0}. Neste caso, 0

modelo-DWI ¢ téo forte como a relaxagéo de PL, e Z,, < Zp,, = Zp, -

A Figura 2 mostra como a decomposi¢cdo-DWI pode ajudar a obter um modelo mais forte
do que a relaxagdo de PL. O conjunto de solugdes do problema inteiro é o conjunto discreto de
pontos representados pelos circulos maiores. A envolvente convexa desses pontos é o conjunto

Conv{ X|p }. O conjunto X =Conv{Q1,Qg,Q3}, mas, se impusermos a restricdo de as

varidveis serem inteiras no  subproblema, Conv{XeXe inteiro} = Conv
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{Ql,Q4,Q5,Qe}C X.Da mesma forma, a regido de solugdes admissiveis do modelo de
decomposicdo-DWI é a representada a sombreado, X, = Conv{Ql,A,C,Qs,Qe}C
Xp = Conv {Ql, A, B,Q?,}, sendo que neste caso Xp < Xpy S Xp -

Figura2. Regido admissivel do modelo de decomposi¢do Dantzig-Wolfe Inteira.

Qs

Qg Qs

Resolver problemas de PI é mais dificil do que resolver problemas de PL, mas impor as
restricGes de integralidade apenas no subproblema pode ndo constituir um aumento muito
significativo da carga computacional. No caso do problema de corte de rolos, por exemplo,
consiste em resolver um problema de saco de mochila, que é, na pratica, um problema de
programacdo inteira relativamente fécil, mas os ganhos que se obtém em termos de qualidade de
modelos sdo muito significativos.

A escolha de uma decomposicdo de um modelo envolve uma particdo das restricGes,
seleccionando as do conjunto das restrigdes gerais e as que definem o conjunto X . Colocar mais

restrigdes no conjunto X da origem tipicamente a um modelo mais forte, mas aumenta o esforgo
computacional de resolucdo do subproblema. Uma solugdo de compromisso deve balancear a
qualidade do modelo mantendo o subproblema de programacao inteira tratavel.

5. Método de Particdo e Geragdo de Colunas

Mesmo com modelos mais fortes, a solucdo Optima da relaxacdo linear do modelo
reformulado pode ndo ser inteira. Dai a necessidade de combinar o método de particdo e
avaliagdo com o método de geragéo de colunas.

Os algoritmos de particdo e avaliagdo comegam pela resolucdo da relaxacdo linear do
modelo, que corresponde a raiz da arvore de pesquisa. Depois, sdo introduzidas restricGes de
particdo que dao origem, em cada no da arvore, a uma regido admissivel que € um subconjunto
da regido admissivel na relaxagdo linear. Em cada nd da arvore de pesquisa, é resolvido um
problema de PL para avaliar qual a melhor solucéo que se pode encontrar nesse subconjunto.

A principal dificuldade que se coloca na concepgéo de algoritmos de particdo e geracdo
de colunas é também de articulacdo: o subproblema deve continuar a identificar correctamente
as colunas que sdo atractivas, e as que ndo sdo, depois de introduzir restricbes de particdo no
problema mestre restrito. Tipicamente, em qualquer né da arvore de pesquisa, é necessario gerar
novas colunas para obter a solugdo dptima desse no.

Os investigadores cedo descobriram que as restricdes de particdo ndo devem incidir
directamente sobre as variaveis do modelo reformulado. De facto, pode acontecer que uma dada
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coluna colocada a zero por uma restricdo de particdo no problema mestre venha a revelar-se
imediatamente a seguir, no subproblema, a coluna mais atractiva para ser colocada no problema
mestre, tendo em vista vir a assumir um valor positivo, quando se torna basica. Este fenGmeno é
designado por regeneracéao de variaveis, e leva a um impasse.

Uma forma de criar esquemas de particdo bem sucedidos é usar restri¢cGes de parti¢do que
possam ser expressas em termos das variaveis de decisdo do modelo original. Face ao mostrado
acima, isso ndo deveria ser surpresa; as restrices de particdo inseridas no problema mestre

relativas a um dado né da arvore de pesquisa estabelecem o subconjunto do conjunto X em que
subproblema deve procurar os vértices atractivos, permitindo uma identificacdo correcta dos
pontos extremos atractivos. Um exemplo é o modelo de fluxos em arcos para o problema de
corte de rolos, que € um modelo com variaveis originais que fornece um esquema de particdo
que pode ser usado para resolver o modelo de Gilmore-Gomory de geragdo de colunas (Ben
Amor e Valério de Carvalho, 2005; Valério de Carvalho, 1999).

Mas nem todos os modelos originais fornecem de uma forma directa esquemas de
particdo que assegurem uma facil articulacdo entre o problema mestre e o subproblema. Embora
se possa mostrar que € sempre possivel fazer a articulacdo (Vanderbeck e Wolsey, 1996), pode
ser necessario considerar varidveis binarias adicionais no subproblema, alterando a sua
estrutura, e eventualmente tornando-o um problema de programagdo inteira de muito dificil
resolucg&o.

H& muitos modelos de optimiza¢do com um nimero exponencial de colunas, semelhantes
aos modelos reformulados, que sdo obtidos, ndo através de uma decomposi¢do de Dantzig-
Wolfe, mas a partir de colunas com uma estrutura definida. Levanta-se a questdo de saber se ha
modelos originais que possam ajudar a construir esquemas de particdo. Foi mostrado que, sob
premissas relativamente suaves, é possivel, a partir de modelos reformulados, construir modelos
originais compactos, com um numero polinomial de variaveis e de restri¢des (Villeneuve et al.,
2005).

6. Outras Questdes e Perspectivas

Esforgos de investigacdo recentes sdo dedicados a obtengdo de algoritmos mais rapidos,
que ajudem a ultrapassar questdes como a degenerescéncia e a estabilizar os valores das
solucbes duais, ajudando a convergéncia (Barnhart et al., 1998; Liibbecke e Desrosiers, 2005).
A érea de geracdo de colunas continua a ser objecto de intensa investigacgao teorica e aplicada.
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